Ecuaciones Diofánticas by Oliván Calzada, Emiliana
  
51 de 95 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 26 Junio 2012 
 
4. http://mipagina.cantv.net/adomicilio/patologias/escaras_manej.htm 
5. Guía de cuidados (pág. 113). 
6. Guía Práctica para Lesionados Medulares (pág. 21). 
7. SCHMIDT R.F. y THEWS G. “Fisiología humana”. Interamericana / Mc Graw-Hill. Madrid, 1993. 
HARRISON, T. “Principios de Medicina Interna”. Mc Graw-Hill. Madrid, 1998. 
CARPENITO L.J. “Planes de Cuidados y Documentación en Enfermería. Diagnósticos de Enfermería y Problemas 
asociados.” Interamericana / Mc Graw-Hill. 
8. www.famma.org/discapacidades/d017_lesion_m.pdf 
9. http://www.famma.org/discapacidades/lesiones.htm 
10. http://www.guttmann.com/C271C.HTM 
 
 
 
 
Ecuaciones Diofánticas 
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Calzada, Licenciada en Matemáticas, Profesora de Matemáticas en Educación Secundaria. 
 
INTRODUCCIÓN 
Una ecuación diofántica es una ecuación algebraica con coeficientes enteros y de la que interesan 
únicamente las soluciones enteras. 
Los matemáticos en la India se han interesado en encontrar soluciones enteras a las ecuaciones 
diofánticas desde la época de los Vedas. El primer uso geométrico se remonta a los Shulba Sutras, 
escritos entre los siglos VIII y VI a. C.  
Aryabhata en 499 da la primera descripción explícita de la solución entera general de la ecuación 
diofántica lineal  cbyax  , la cual aparece en su texto Aryabhatiya. El algoritmo kuttaka es 
considerado como una de las contribuciones más significativas de Aryabhata en las matemáticas 
puras, el cual encuentra las soluciones enteras de un sistema de ecuaciones diofánticas lineales, un 
problema de importante aplicación en la astronomía. También encuentra la solución general de la 
ecuación lineal indeterminada, ecuación en la que falta información suficiente para producir un 
conjunto único de respuestas discretas, utilizando este método. 
Brahmagupta trabaja en 628 ecuaciones diofánticas más difíciles, que aparecen en su libro 18 
dedicado al álgebra y ecuaciones indeterminadas. Utiliza el método chakravala para resolver las 
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ecuaciones diofánticas cuadráticas, incluyendo aquellas de la forma de la ecuación de Pell tal que 
22 161 yx  , que fue propuesta como un problema por el matemático francés Fermat. La solución 
general de esta forma particular de la ecuación de Pell fue encontrada 70 años más tarde por Euler, 
aunque la solución general de la ecuación de Pell fue encontrada 100 años más tarde por Lagrange en 
1767. Sin embargo, varios siglos antes, la ecuación de Pell fue trabajada por Bhaskara II en 1150 
utilizando una versión modificada del método de Brahmagupta, encontrando la solución general de 
otras ecuaciones cuadráticas intermedias indeterminadas y ecuaciones diofánticas cuadráticas. 
Bhaskara encuentra también la solución de otras ecuaciones cuadráticas indeterminadas, de mayores 
grados.. 
Estas ecuaciones reciben este nombre en honor a Diofanto, matemático que trabajó en Alejandría a 
mediados del siglo III a.C. Fue uno de los primeros en introducir la notación simbólica en matemáticas. 
Dejó trece libros de aritmética, de los cuales sólo los seis primeros nos han llegado. Investigó un 
método para encontrar las soluciones enteras para las ecuaciones lineales indeterminadas, la 
ecuación 5 yx   es un ejemplo de ellas, descubrió que muchas ecuaciones indeterminadas pueden 
ser reducidas a una forma en donde cierta categoría de soluciones son conocidas, incluso a través de 
una solución que no lo es. 
ECUACIONES DIOFÁNTICAS LINEALES 
Ecuaciones diofánticas lineales 
Son de la forma Zcaconcax  ,, . La solución 

 acsiZ
a
c
x  
Ecuaciones diofánticas con dos incógnitas  
La ecuación cbyax   
Veremos el caso cbyax  . Cambiando b por –b se obtiene el otro caso. 
Definición: Se llama sistema completo de números incongruentes módulo a, a todo conjunto de a 
números cuyos restos al dividirlos entre a son todos distintos. 
Ejemplo:   Nacona 1,....,2,1,0  es un sistema completo de nos incongruentes módulo a. 
Proposición: Sea cbyax  , una ecuación diofántica con 1),( bamcd . Sea  1,..,2,1,0  aS  un 
sistema completo de nos incongruentes módulo a. Entonces el conjunto  SxbxcT   es un 
sistema completo de nos incongruentes módulo a. 
Demostración: Por reducción al absurdo. 
Sean bic   y bjc   con Sji ,  ji   dos elementos de T tal que al dividirlos entre a den lugar al 
mismo resto. Realizando la división euclídea: 
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   qqajibdores
rqabjcquetalZrq
raqbicquetalZrq






tan
,
,
 
1),( 

bamcd
  jia  , entonces i, j 
son congruentes módulo a, absurdo porque  1,..,2,1,0,  aSji  
Proposición: La ecuación diofántica cbyax   con 1),( bamcd  tiene solución. 
Demostración: Como  1,..,2,1,0 a  es un sistema completo de nos incongruentes módulo a, por la 
proposición anterior  bacbcbcc )1(,..,2,,   es también un sistema completo de nos 
incongruentes módulo a. Entonces   10,  aconbc   tal que al dividir por a obtengamos 
resto 0. 
Así, Zconabc    cba   , siendo   ,  solución particular de cbyax  . 
 
Proposición: Sea la ecuación CByAx  , con A, B no nulos y ),( BAmcdD  . CByAx   
admite solución   CD  
Demostración: 
)  Como DbByDaABAmcdD  ),( , la ecuación se puede escribir como 
CbDyaDx  , ahora bien, como CByAx   tiene solución, la igualdad CbyaxD  )(  es cierta y 
por tanto CD . 
)  Sea CD  DcC  , como ),( BAmcdD   DbByDaA  , entonces la ecuación 
CByAx   queda cbyaxcDbDyaDx  . Ahora bien 1),( bamcd  porque hemos dividido 
A y B entre ),( BAmcd cbyax   tiene solución. 
Observación: Así basta con resolver la ecuación  con 1),(  bamcdconcbyax  
Proposición: Sea la ecuación diofántica cbyax   con   ,  solución particular de la misma. 
Entonces la ecuación tiene infinitas soluciones enteras. 
Demostración: Dada cbyax   con  yx,   solución. Como   ,  es una solución particular 
cba   . Restando ambas expresiones: 
 
Ztconaty
yaybxaybxababyax
bamcd





1),(
)()(0)()(0)(
Sustituye
ndo queda btxtabxa  )( . Por tanto la solución competa de la ecuación diofántica es:  
Zt
aty
btx








 
Formas de hallar la solución particular 
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Primer método: Consiste en despejar la incógnita de menor coeficiente (suponer que es a). Esto nos 
da un conjunto  1,..1,0  aS  menor. Consiste en ir probando con los valores de S, siendo solución 
aquel que al realizar la operación indicada nos dé un número entero. 
Ejemplo:  13539  yx . Tiene solución porque 1)5,39( mcd . Despejamos y porque 5<39 
5
1339 

x
y . Tomamos  4,3,2,1,0S  (sólo 5 elementos). 
ZyxSi 


5
13
:0 , ZyxSi 
5
26
:1 ,  ZyxSi  13:2 .  
Entonces la solución particular es:  13,2  yx , siendo la solución general: 
Ztcon
ty
tx









3913
52
 
NOTA: Si los coeficientes son muy grandes este método no es útil.  
Segundo método: Si los coeficientes son altos en la ecuación cbyax   despejamos aquella 
incógnita acompañada de menor coeficiente (supongamos que es x): 
a
c
y
a
b
a
cby
x 

 . 
Hacemos ahora la división euclídea de b y c entre a: 
caqcquetalacZcq
bapbquetalabZbp


,
,
.  
Sustituyendo queda: 
   





 



a
cyb
qpy
a
caqybap
x ) .  
Sea cybxa
a
cyb
x 




 
  es una nueva ecuación diofántica donde el coeficiente de la 
incógnita no despejada ha sido reducido. En caso de que todavía tengamos coeficientes altos 
repetimos el proceso tantas veces como sea necesario. Una vez obtenida la última solución se 
deshacen todos los cambios hasta llegar a la solución de la ecuación original y así tendremos la 
solución particular de donde obtendremos la solución general. 
Ejemplo: 153538  yx . Tiene solución porque 1)35,38( mcd . Despejamos porque  35<38. 
35
1538 

x
y
35
153
)0(


x
xy . Sea 15353
35
153


 yx
x
y . 
El coeficiente de x es pequeño, luego aplicamos ahora el primer método. Despejamos x porque  
3<35. 
3
1535 

y
x . Tomamos  2,1,0S . Si  Zy 5
3
15
:0 La solución particular de la 
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ecuación 15353  yx es )0,5( . Como 5
35
15538
35
1538





x
y , una solución particular de la 
ecuación  153538  yx  es )5,5(  y la solución general será: Ztcon
ty
tx






385
355
 
Tercer método: Dada la ecuación cbyax   como 1),( bamcd  tenemos por el Algoritmo de 
Euclides que Z ,  tal que cbcacba
c
 
.
1  que podemos escribir como 
ccbca  )()(   siendo así, cyecx    solución particular de la ecuación. 
Ejemplo: 14539  y . Tenemos que 1)5,39( mcd . Buscamos una solución de 1539  y ; para 
ello buscamos un múltiplo de 39 que al dividirlo entre 5 nos de como resto 1. 
14143151443913154391315:156;156439
14.
 restoy  
1443455639  . Tenemos  434,56  yx  como solución particular. Luego la solución 
general es: Zt
ty
tx






39434
556
 
Ecuaciones con más de dos incógnitas 
Proposición: Sea la ecuación CxAxAxA nn  ...2211  con niAi ,...,10  . Sea 
),...,( 1 nAAmcdD  . La ecuación tiene solución CD  
Demostración: Inducción sobre el número de incógnitas. 
Nota: Esta proposición nos da un método práctico para hallar la solución de una ecuación con n 
incógnitas reduciéndola a otra con una incógnita menos hasta llegar a una ecuación con dos 
incógnitas. Así podemos trabajar siempre con ecuaciones de n incógnitas con coeficientes primos 
entre sí. 
Ejemplo: Resolver Zzyxconzyx  ,,11204518 .  
Tiene solución porque 1111)20,45,18( ymcd  .  
Como wyxmcd 945189)45,18(  . Así la ecuación 11204518  zyx  queda: 
11209  zw  cuya solución particular es 198  wyz  y cuya solución general es: 
Zt
tz
tw






98
2019
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Ahora bien la ecuación wyx 94518   queda wyx 152  . Buscamos una solución de 152  yx  
que es  1,2  con lo cual  ww1,2  es una solución particular de wyx 152   cuya solución general 
es: .
2
52
Ztcon
twy
twx






  
Y como tw 2019  queda: Ztt
tttty
ttttx






,
220192)2019(
540385)2019(2
 
Siendo la solución final: Zttcon
tz
tty
ttx









,
98
22019
54038
 
SISTEMAS DE ECUACIONES DIOFÁNTICAS LINEALES 
 
Sabemos que una ecuación diofántica lineal tiene solución  mcd de los coeficientes divide al 
término independiente. Ahora, en sistemas esta condición es necesaria pero no suficiente, es decir, 
no garantiza la existencia de soluciones. Veamos un contraejemplo: 
Sea el sistema: 
92518410
?,,¿
11358
732







yxyx
Zzyx
zyx
zyx
. 
Como 92591)2,5(  yxmcd  tiene solución. Una solución particular es (3,3), luego la 
solución general es Ztcon
ty
tx






53
23
. Sustituyendo en la primera ecuación 
23973)53()23(2  ztztt , y como 3)3,9( mcd  que no divide a 2, no existe solución. 
Si tenemos el sistema de ecuaciones lineales: 










mnmnmnm
nn
nn
CxAxAxA
CxAxAxA
CxAxAxA
...
.....................................
...
...
221
22222121
11212111
 
 
Es evidente, que para que dicho sistema tenga solución en Z, debe tener solución en R, es decir 
debe cumplir el teorema de Roché rango A = rango (A, C) donde A es la matriz de los coeficientes y (A, 
C) la matriz ampliada. Y para que las soluciones sean enteras, cada ecuación debe cumplir 
miCAAAmcd iinii ,.....,2,1),....,,( 21    
  
57 de 95 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 26 Junio 2012 
 
Luego, para que existan soluciones enteras, son condiciones suficientes: 
rango A = rango (A, C) 
miCAAAmcd iinii ,.....,2,1),....,,( 21   
Teniendo en cuenta ambas condiciones si k es el menor orden de r de la matriz A, entonces, es 
condición suficiente para que exista solución que k = 1 . 
Ejemplo: Resolver en Z el sistema: 





1423
522
tzyx
tzyx
, que podemos poner como 





tzyx
tzyx
4123
252
 
Como )2,3(1)1,2( mcdmcd  . Por la regla de Cramer se obtiene:  
 tztztztzyx ,,14513,839(),,,   
ECUACIONES DIOFÁNTICAS NO LINEALES 
Ecuaciones con dos incógnitas 
A) La ecuación ayx  22  
Dada la ecuación Zaconayx  ,22 , puede escribirse como    ayxyx  . Si tomamos 
yxnyxm  , queda anm  , sumando tenemos: 
2
2
nm
xxnm

 , restando tenemos: 
2
2
nm
yynm

 . 
Para que Zyx , , 

Z
nmnm
2
,
2
m y n deben tener la misma paridad. 
Casos: 
1) a impar: Como ,anm   m y n deben ser impares. Luego existe solución y es: 
Z
nm
yZ
nm
x 




2
,
2
 
2) a par: Como ,anm   al menos uno (m ó n) debe ser par y como ambos deben tener la misma 
paridad, los dos deben ser pares, de donde 

 4a  y así  
11 22 nnymm  )2)(2( 11 nma   y si 

 4a  no hay solución. 
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Nota: Tendremos distintas soluciones con las distintas factorizaciones. 
Ejemplos: 
1522  yx  a impar. 3515   











1
4
3
5
y
x
yx
yx
 
 Otra solución posible: 11515    











7
8
1
15
y
x
yx
yx
 
1422  yx  a par. 7214   y 

 414    No tiene solución entera. 
1222  yx  a par. 3212 2   11 22 nnymm  . Como 
 312 11 nmnm





































2
4
2
6
2,61,3
2
4
6
2
6,23,1
11
11
y
x
yx
yx
nmnm
y
x
yx
yx
nmnm
 
B) Ecuación de Pell: NdyX  22  
Tiene importancia ya que cualquier ecuación cuadrática de dos variables se puede reducir a ella.  
Zfedcbaconfeydxcybxyax  ,,,,,,022 , puede reducirse a pxqpwz 44 222  , 
siendo    feycyadbyw  222 4 , con Zw , acbp 42  , aebdq 42  , afdr 42  , que 
es una ecuación de Pell con pxqNypd 44 2  . 
La solución no trivial se calculó mediante fracciones continuas de d . 
 
C) Ecuación del tipo polinomioxPconcbyxP )()(   
La ecuación i
k
i
i xxPconcbyxP 


0
)()(   no siempre tiene solución. 
Despejando y tenemos: 
b
xQ
b
xPc
y
)()(



  si cxPxQ  )()(  
Sean Znm ,  tal que al dividirlos por b dan el mismo resto (es decir son congruentes módulo b), 
rbcnyrbcm  21  Restando:  21 ccnnm   sbnm   con Zccs  )( 21  
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Si i
k
i
i xxQ 
0
)(   entonces ii nnQ )(  y  


k
i
i
i
i
k
i
i bsnmmQ
00
)(   
bhnQhbnmQ ii   )()(   )()( mQynQ  también lo son congruentes módulo b. 
Así, para hallar la solución para y, basta probar  )1(),...1(),0( bQQQ y ver cual de ellos al dividirlo 
por b da como resultado un número entero. 
Supongamos que )(aQ  con 10  ba es el múltiplo de b. Entonces la solución particular es: 






b
aQ
y
ax
)( . Y la solución general es: Ztcon
b
btaQ
y
btax








)(  
Ejemplo: 3334 23  yxxx  Tenemos: 33343)()( 23  yxxxxPxQ  
3
3334
3
)( 23 

yxxxxQ
y  y 3b  
3)0( Q , 1)1( Q , 19)2( Q . Vemos que Z
Q


 1
3
3
3
)0(
. Luego la solución particular es 


























Ztcon
ttt
tQ
y
tx
Q
y
x
1936
3
)30(
30
1
3
3
3
)0(
0
23  es la solución general. 
 
Ecuaciones con más de dos incógnitas 
A) La ecuación Pitagórica: 222 zyx   
Buscamos soluciones de 222 zyx   con  0,, Nzyx  ya que si x, y ó z son cero la solución es 
trivial.  
Es claro que si 000 ,, zyx es solución de la ecuación 000 ,, zyx   es solución de la ecuación. Así 
podemos suponer que los tres números x, y, z son coprimos dos a dos. Por tanto x e y no pueden ser 
ambos pares (ya que entonces también lo sería z y hemos excluido esta situación). 
Supongamos sin pérdida de generalidad que x es impar: 
  yzyzyzxzyx  222222 . 
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Ahora bien, sean 
















2
2
2
2
22
22
22
22
2
2
vu
yyvu
vu
zzvu
vux
yzv
yzu
 
Los factores u y v deben ser impares (porque vux   es impar). Si u, v tienen un factor común 
entonces z e y también lo tendrían y no serían coprimos, luego u y v además de ser impares deben ser 
coprimos. 
Ejemplo: 15222  xconzyx  
 












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


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
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
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


















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
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2
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2
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8
2
925
2
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2
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vu
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vu
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vu
vu
y
vu
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vu
xvux  
B) La ecuación de Fermat: nnn zyx   
Buscamos soluciones de nnn zyx   con NnZzyx  ,,, . Fermat aseguró sin demostrarlo en el 
margen de un libro que la ecuación dada no tenía soluciones no triviales (que no fueran la solución 
trivial 0 zyx ), para 3n . 
En 1995, Wiles publicó la demostración de la irrosubilidad de dicha ecuación para 3n , el artículo 
original tenía un error, pero pudo corregirlo en colaboración con Richard Taylor y así la demostración 
fue posteriormente aceptada. 
Observación 
En el caso de ecuaciones diofánticas con varias incógnitas, a pesar de su simple apariencia, suelen 
plantear serios problemas a la hora de resolverlas. Es fácil ver que la ecuación 12 42  yx  tiene una 
solución 11  yex . Sin embargo, hasta 1942 no se demostró, por el matemático Noruego 
Ljunggren, que sólo existe otra solución 13239  yex  
Debido a la dificultad de resolver ecuaciones diofánticas de varias variables, dichos problemas han 
permanecido como centro de interés de grandes matemáticos de la antigüedad. 
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ECUACIONES DE CONGRUENCIAS 
Dos números a y b son congruentes módulo n si al dividirlos entre n (mediante la división euclídea) 
obtenemos el mismo resto. Se denota )(mod nba  , esto es equivalente a que Ztconntba  . 
Podemos plantearnos la resolución de este tipo de expresiones cuando uno de los dos miembros lo 
sustituimos por una expresión que puede ser lineal (con una o varias incógnitas) ó polinómica. 
Entonces recibe el nombre de ecuación de congruencias. 
Toda ecuación de congruencias puede reducirse a una ecuación diofántica con una incógnita más y 
tratar así de resolverla. 
Ejemplos: 
1) 3111211312)11(mod312 222  yxxyxxxx , ecuación del tipo 
cbyxP )( . 
2) 75325732)5(mod732  zyxzyxyx , ecuación diofántica con tres 
incógnitas. 
PROBLEMAS 
1. Una compañía compró cierto número de reliquias falsas a 17 € cada una y vendió algunas de ellas 
a 49 € cada una. Si la cantidad comprada originalmente es mayor que 50 y menor que 100 y la 
compañía obtuvo un beneficio de 245 € ¿Cuántas reliquias faltan por vender? 
Sea x el número de reliquias que compró e y el número de reliquias que vendió. 
Se sabe que 10050  x  
Lo que vendió menos lo que compró son los beneficios, luego se trata de resolver la siguiente 
ecuación diofántica: 2451749  xy . Como 1)17,49( mcd  resolvemos la ecuación diofántica 
11749  xy  cuya solución particular es 23,8  xy . Multiplicando por 245 obtenemos una 
solución particular de la ecuación 2451749  xy , con lo cual la solución general es de la forma: 
Ztcon
ty
tx






171960
495635
. 
Bajo las condiciones del problema 39,98113  yxt , con lo cual compró 98 reliquias y 
vendió 39, luego le faltan por vender 59 reliquias. 
2. Una mujer tiene un cesto de peras. Haciendo grupos de 3 sobran 2 y haciendo grupos de 4 
sobran 3. Hallar el número de peras que contiene el cesto sabiendo que están entre 100 y 110. 
Sea N el número total de peras y sean x e y los números de grupos de tres y cuatro peras 
respectivamente. Entonces: NyyNx  3423 . Restando resulta: 143  yx . Como 
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11)4,3( mxd , esta ecuación admite soluciones enteras. La solución particular es  1,1 , luego la 
solución general es de la forma: Ztcon
ty
tx






31
41
. Calculemos finalmente cuántas peras hay en 
el cesto. 
Como Nx  23 , 1122)41(3  tNNt  y como 100<N<110, 9t . 
Es decir el cesto contiene 107 peras.   
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